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Rechnen Sie jedes Beispiel auf einem eigenen Blatt. Schreiben Sie auf jedes Blatt
IThren Namen und Ihre Matrikelnummer. Bitte leserlich schreiben.

Beispiel 1: Parameterschiitzen (17 Punkte)
Gegeben sei die Wahrscheinlichkeitsdichte

1 S s
Po(z|A) = Wi (-3

Betrachten Sie N unabhingige Messungen fiir die Zufallsvariable z, d.h. ¥ = (2, 25, 73.. ...z x J.
a) Rechenteil (10 Punkte)

‘/1. Bestimmen Sie die Likelihood p, (Z|\). (2 Punkte)

\/2. Berechnen Sie den Maximum-Likelihood-Schétzwert Anr (ML-Schiitzwert) fiir den Parame-
ter A. (4 Punkte)

3. Berechnen Sie den Maximum-a-posteriori-Schitzwert A map (MAP-Schitzwert) fiir einen Pri-
Y
or der Form p(A) = -=—e¢ 2. (4 Punkte)

| Hinweise:
e Die Messungen z; sind unabhéngig.

e Wenden Sie den Logarithmus auf die Wahrscheinlichkeitsdichte an, bevor Sie dem Parameter
ableiten.

e Es konnte hilfreich sein, die Notation z = x Eil 7; zu verwenden.
b) Verstindnisteil (7 Punkte)
PAﬁ_ Warum ergibt das Ergebnis fiir Ayrz im Kontext der Dichtefunktion Sinn? (2 Punkte)
2. Worin unterscheiden sich Ayr; und Ay 4p? Zeigen Sie explizit, welcher Wert griBer /kleiner
ist (Ungleichung). Warum wiirden Sie dieses Ergebnis allein anhand der Prior-Verteilung




Beispiel 2: Charakteristische Funktion (15 Punkte)

Gegeben ist die Poisson Verteilung

k

A
P(k) = Fe—" mit k=0,1,2,... und A € R

a) Rechenteil (10 Punkte)
M@@.Berechnen Sie die charakteristische Funktion ®(w). (5 Punkte)

9. Berechnen Sie Normierung, Erwartungswert und Varianz, verwenden Sie Py (k) oder Dy (w).
(5 Punkte)

Hinweis:

e Bedenken Sie, dass Sie die Exponentialfunktion auch als Summe schreiben kénnen:

n

er = E;:O:U %
b), Verstiandnisteil (5 Punkte)

1. Wenn Sie Aufgabe a) 2. mithilfe von Py(k) berechnet haben, geben Sie an wie die gleichen
Werte (Normierung, Erwartungswert und Varianz) mit ®)(w) bestimmt werden konnen bzw.

umgekehrt. Die generellen Formeln sind hier ausreichend. Was erwarten Sie? Werden die
Ergebnisse fiir beide Methoden gleich sein? (5 Punkte)

Hinwezis:
e k ist eine ganze, zufallige Zahl.

Beispiel 3: Detektion eines seltenen nuklearen Zerfalls (18 Punkte)

Sie betreiben ein unterirdisches Labor, um nach einem seltenen, hypothetischen nuklearen Zerfall
2u suchen. Unter Annahme der Null-Hypothese Hy (,nur Hintergrund”) wird ein stiindliches Signal
mit der Wahrscheinlichkeit po = 0,02 erwartet. Unter Annahme der alternativen Hypothese H;
(,Signal + Hintergrund”) wird eine stiindliche Trefferwahrscheinlichkeit von p; = 0, 1 erwartet.
Nun messen Sie in ihrem Exmperiment fiir n = 30 Stunden und notieren k = 5 Signale (Treffer).

a) Rechenteil (10 Punkte)

L/{ Berechnen Sie die jeweiligen Likelihoods p(D|H,) und p(D|H,), wobei mit D die experimen-
tellen Daten (n und k) gemeint sind. (4 Punkte)
Hinweis: Binomialmodell

“A. Nehmen Sie an, dass keine Hypothese bevorzugt wird und berechnen Sie die Posterior-
Wahrscheinlichkeiten p(Ho|D) und p(H;|D). (4 Punkte)

‘/3. Berechnen Sie das Odds-Ratio. (2 Punkte)

b) Verstéindnisteil (8 Punkte)

\/. Welche Hypothese wird von den experimentellen Daten bevorzugt? (4 Punkte)
2.

Angenommen, basierend auf anderen Experimenten und Ihrer ausgepragten Intuition, gehen
Sie davon aus, dass dieser hypothetische Zerfall nicht auftreten sollte. Daher wird der Null-
hypothese eine Prior-Wahrscheinlichkeit von p(Hp) = 0,99 zugewiesen. Welche Hypothese
wird nun bevorzugt? Erkliren Sie. (4 Punkte)




