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Aufgabe K1: Zerfallendes Pion (20 Punkte)

Elektrisch neutrale Pionen π0 der Masse mπ0 zerfallen nach 8.4× 10−17s hauptsächlich in
zwei masselose Photonen. Berechnen Sie die Viererimpulse der beiden emittierten Photo-
nen für ein in Ruhe zerfallendes π0.

Aufgabe K2: Lagrangeformalismus (8+14+28+20=70 Punkte)

Ein Teilchen der Masse m kann sich entlang der x-Achse bewegen, ein zweites Teilchen
derselben Masse entlang der z-Achse. Beide Teilchen sind durch eine starre Stange der
Länge l verbunden. Desweiteren wirke ein homogenes Schwerefeld entlang der negativen
z-Achse.

a) Stellen Sie die Zwangsbedingungen auf.

b) Verwenden Sie dann als generalisierte Koordinate den Winkel der Stange mit der x-
Achse, und zeigen Sie, daß die Lagrangefunktion durch L = ml2(dtα)

2/2−mgl sinα
gegeben ist.

c) Stellen Sie die Lagrangegleichungen zweiter Art auf, und lösen Sie sie für den Fall
α ≈ π/2. Ist die Lage stabil?

d) Bestimmen Sie mittels Legendretransformation die Hamiltonfunktion und stellen Sie
die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen auf.

Bitte wenden.
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Aufgabe K3: Poissonklammern (10 Punkte)

Berechnen Sie

{cos(q + p), qp}.

Formelsammlung

1
(1+x)n ≈ 1 − nx für x ≪ 1; ~̇p = ~F ; ~p = m~v; W =

∫ 2
1 d~x · ~F ; E = T + V ; ~̇L =

~M = ~r × ~F ; d(T+V )
dt

= ~v · ~F ; m~a ′ = ~F + ~Fcor + ~Fcen + ~F1 + ~Ftr = ~F − 2m~ω × ~v ′ −

m~ω × (~ω × ~x ′) − m~̇ω × ~x ′ + m~̈R ′; gµν = diag(−1, 1, 1, 1); gµνk
ν = kµ; gνµk

µ =

kν ; g
νµkµ = kν ; gµνkν = kµ; ~x′ = ~x + (γ − 1)~x~v

~v2
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c

)

; ~w′ =

1
1− vwx
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γ
, wz

γ

)T

; γ = 1√
1−β2

; β = v
c
; uµ = γ(v)(c, ~v); mduµ

dτ
= Kµ; dt =

γdτ ; Kµ = γ(v)
(

~F~v
c
, ~F

)

; pµ = (E/c, ~p); ~F =
Gm

g
1
m

g
2
(~r1−~r2)

|~r1−~r2|3
;
(

~F (~x)
)

i
= −∂xi

V (~x);

d2t~r(t) = − α
m
~r; l2

2mr2
+ V (r) = Ve(r); M =

∑

imi; ~R = 1
M

∑

imi~ri; ~L =
∑

miǫijkriṙj~ek;

µ = m1m2

m1+m2
; p + q = p′ + q′; σ(Ω)dΩ = Particles going into dΩ

Total incident particles ; MV =
∫

V
d3~rρ(r); J =

∫

d3~rρ(~r)
∣

∣

∣
ǫijk

~ωi

ω
~rj~ek

∣

∣

∣

2
; V (x) ≈ V (x0) + dxV (x)|x=x0

(x − x0) + d2xV (x)|x=x0
(x − x0)

2 +

O
(

(x− x0)
3
)

; ~r(t) = ~r0(t) + Λ(t)~R(t); Jij =
∫

d~r3ρ(~r)
(

~r2δij − rirj
)

; x2 = ~x2 − c2t2;

(x′)µ = Λν
µxν ; vµg

µνvν = vµv
µ; E =

√

~p2c2 +m2c4; ( ~Ki − dt~pi)δ~ri = 0; Qj = − ∂V
∂qj

;
(

dt
∂T

∂dtqj
− ∂T

∂qj
−Qj

)

δqj = 0; L = T −V ; dt
∂L

∂dtqj
− ∂L

∂qj
= 0; L = T −U ; Qi = dt

∂U
∂dtqi

− ∂U
∂qi

;

pi = ∂L
∂dtqi

; fji(q1, ..., qr, t)dqi + fj(q1, ..., qr, t)dt = 0; dt
∂L

∂dtqi
− ∂L

∂qi
− λjfji = 0; Q̃i =

λjfji;
∫ t+τ

t
Tdt = −n

2

∫ t+τ

t
V dt;

∫ t+τ

t
Tdt = −1

2

∫ t+τ

t
~ri ~Fidt; S[q] =

∫ t2
t1
dtL(t); δS = 0;

y(x) = ys(x) + αη(x); S[q] =
∫ t2
t1
dt(T + ~Ki~ri); g(u) = f(x) − ux = f(x) − x df

dx
;

f(x) = g(u(x)) + u(x)x; H(qi, pi, t) = pidtqi(qj , pj) − L(qi, pi(qj , pj), t); dtqi = ∂H
∂pi

;

dtpi = −∂H
∂qi

; −∂L
∂t

= ∂H
∂t

; dtH = ∂tH; H = T+V ; A =
∫ t2
t1
dtpidtqi; S =

∫ τ2
τ1
L(xµ, uµ, τ)dτ ;

∂F1

∂qi
= pi;

∂F1

∂Qi
= −Pi; ∂tF1(qi(Qi, Pi, t), Qi, t) = h(Qi, Pi, t)−H(qi(Qi, Pi, t), pi(Qi, Pi), t);

∂F2

∂qi
= pi;

∂F2

∂Pi
= Qi;

∂F2

∂t
= h−H; ∂F3

∂pi
= −qi; ∂F3

∂Qi
= Pi;

∂F3

∂t
= h−H; ∂F4

∂pi
= −qi; ∂F4

∂Pi
= Qi;

∂F4

∂t
= h −H; {f, g}q,p = ∂f

∂qi

∂g
∂pi

− ∂g
∂qi

∂f
∂pi

; dtf = {f,H} + ∂tf ; {qj, qk} = 0; {pj , pk} = 0;

{qj , pk} = δjk; {f, f} = 0; {f(qj), g(qk)} = 0; {f(pj), g(pk)} = 0; {c, g(pj , qj)} = 0;

{f, g} = −{g, f}; {c1f1 + c2f2, f3} = c1{f1, f3} + c2{f2, f3}; {f1f2, f3} = f1{f2, f3} +

{f1, f3}f2; {f, {g, h}}+{g, {h, f}}+{h, {f, g}} = 0; F2 = qiPi+ǫG(qi, Pi) → δu = ǫ {u,G};

H
(

qi,
∂F2

∂qi
, t
)

+∂tF2 = 0; Qi =
∂F2

∂αi
= βi; pi =

∂F2

∂qi
; F2 =W ′(q1, ..., qk−1)+

∑

i≥k αiqi−Et;

F2 =
∫

dtL; Ji =
∮

τ
pidqi; ωi =

∂W
∂Ji

; J = J1(φ)J3(θ)J1(ψ); I3
dω3

dt
− ω1ω2(I1 − I2) = M3;

Bij = Vij −mijω
2; detB = 0; ~η = A~ζ; ηi =

∑

k a
i
kfk cos(ωt+ δk); S =

∫

dtL =
∫

dtd3~rL;
d
dt

∂L
∂∂tη

+ d
dri

∂L
∂∂iη

− ∂L
∂η

= 0; π = ∂L
∂∂tη

; H = πdtη − L; I = ISchwerpunkt +ml2
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Lösungen:

Aufgabe K1

In diesem Prozeß gilt Viererimpulserhaltung. Weiterhin sind Photonen masselos, daher ist
für sie E = |~p|c. Um die Dreierimpulserhaltung zu garantieren, müssen sie in entgegenge-
setzte Richtung emittiert werden. Daher sei diese Richtung in z-Richtung gelegt, und es
gilt

pπ0
= (mπ0

c, 0, 0, 0)T = pγ1 + pγ2 = (Eγ1/c+Eγ2/c, 0, 0, p
z
γ1 + pzγ2)

T .

Damit folgt sofort pzγ1 = −pzγ2. Weiterhin gilt mπ0
c2 = Eγ1 + Eγ2. Da Eγi = |~pγi|c gilt,

müssen beide Energien gleich groß sein, und zwar genau Eγ1 = Eγ2 = mπ0
c2/2. Die

Viererimpulsvektoren der beiden Photonen sind somit

pγ1 = (mπ0
c/2, 0, 0,mπ0

c/2)T

pγ2 = (mπ0
c/2, 0, 0,−mπ0

c/2)T .

Aufgabe K2

a) Die drei Zwangsbedingungen sind z1 = 0, x2 = 0 und x21 + z22 = l2.

b) Die Transformation auf die generalisierte Koordinate erfolgt mittels

x1 = l cosα

z2 = l sinα

Damit ist die Lagrangefunktion

L = T − V =
m

2
((dtz2)

2 + (dtx1)
2)−mgz2 =

ml2(dtα)
2

2
−mgl sinα.

c) Die Lagrangegleichung zweiter Art ist

d

dt

∂L

∂dtα
− ∂L

∂α
= ml2d2tα+mgl cosα = 0.

Für α ≈ π/2 ist die Bewegungsgleichung

d2tφ− g

l
φ = 0

für φ = α−π/2. Das ist die Bewegungsgleichung für den harmonischen Oszillator, allerd-
ings mit ’falschem’ Vorzeichen, mit Lösung

φ(t) = c1e
√

g
l
t + c2e

−
√

g
l
t

und damit exponentiellem Verhalten und daher instabil.
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d) Dies ergibt

pα =
∂L

∂dtα
= ml2dtα

H = pαdtα− L =
p2α
ml2

− p2α
2ml2

+mgl sinα =
p2α

2ml2
+mgl sinα

dtpα = −∂H
∂α

= −mgl cosα

dtα =
∂H

∂pα
=

pα
ml2

.

Aufgabe K3

{cos(q + p), qp} = (− sin(p+ q))(q)− (p)(− sin(p + q)) = (p − q) sin(p + q).
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