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Aufgabe K4: Arbeit (4+26+10 Punkte)

Gegeben ist im dreidimensionalen Raum in Kugelkoordinaten das Kraftfeld (λ > 0)

~F (r) =
F0

r + λ
~er.

a) Ist das Kraftfeld konservativ?

b) Welche Arbeit wird in diesem Kraftfeld verrichtet, wenn ein Teilchen zunächst vom
Ursprung entlang der positiven x-Achse um die Strecke R0 verschoben wird und
dann in einem Viertelkreis auf die negative y-Achse?

c) Welche Arbeit wird verrichtet, wenn das Teilchen vom Ursprung um die Strecke R1

auf der negativen y-Achse verschoben wird?

Aufgabe K5: Schwingungen (25+15 Punkte)

Betrachten Sie zwei gewöhnliche Pendel ungleicher Massen m1 und m2 und ungleicher
Längen l1 und l2. In Ruhe hängen sie senkrecht entlang der z-Achse, beide am An-
schlagspunkt z = 0, ihr Auslenkungswinkel gegen die z-Achse sei durch φ1 und φ2 gegeben.
Es wirke ein homogenes Schwerefeld entlang der (negativen) z-Achse. Die beiden Pendeln
seien darüberhinaus mit einer Feder mit Potential α(φ1 − φ2)

2/2 gekoppelt. Ihr Abstand
entlang der x-Achse spielt daher keine Rolle.

a) Bestimmen Sie die Lagrangefunktion.

b) Stellen Sie die Lagrangegleichungen zweiter Art auf.
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Aufgabe K6: Kanonische Transformationen (8+12 Punkte)

a) Ist Q = 2(p + q2)3, P = −2(p − q2)3 einen kanonische Transformation?

b) Welche kanonische Transformation ergibt sich fürQ und P aus F2(q, P ) = cos(P+q)?

Formelsammlung

1
(1+x)n ≈ 1 − nx für x ≪ 1; ~̇p = ~F ; ~p = m~v; W =

∫ 2
1 d~x · ~F ; E = T + V ; ~̇L =

~M = ~r × ~F ; d(T+V )
dt

= ~v · ~F ; m~a ′ = ~F + ~Fcor + ~Fcen + ~F1 + ~Ftr = ~F − 2m~ω × ~v ′ −
m~ω × (~ω × ~x ′) − m~̇ω × ~x ′ + m~̈R ′; gµν = diag(−1, 1, 1, 1); gµνk

ν = kµ; gνµk
µ =

kν ; g
νµkµ = kν ; gµνkν = kµ; ~x′ = ~x + (γ − 1)~x~v

~v2
~v − γ~vt; ct′ = γ

(

ct− ~x~v
c

)

; ~w′ =

1
1− vwx

c2

(

wx − v,
wy

γ
, wz

γ

)T

; γ = 1√
1−β2

; β = v
c
; uµ = γ(v)(c, ~v); mduµ

dτ
= Kµ; dt =

γdτ ; Kµ = γ(v)
(

~F~v
c
, ~F

)

; pµ = (E/c, ~p); ~F =
Gm

g
1
m

g
2
(~r1−~r2)

|~r1−~r2|3
;
(

~F (~x)
)

i
= −∂xi

V (~x);

d2t~r(t) = − α
m
~r; l2

2mr2
+ V (r) = Ve(r); M =

∑

imi; ~R = 1
M

∑

imi~ri; ~L =
∑

miǫijkriṙj~ek;

µ = m1m2

m1+m2
; p + q = p′ + q′; σ(Ω)dΩ = Particles going into dΩ

Total incident particles ; MV =
∫

V
d3~rρ(r); J =

∫

d3~rρ(~r)
∣

∣

∣
ǫijk

~ωi

ω
~rj~ek

∣

∣

∣

2
; V (x) ≈ V (x0) + dxV (x)|x=x0

(x − x0) + d2xV (x)|x=x0
(x − x0)

2 +

O
(

(x− x0)
3
)

; ~r(t) = ~r0(t) + Λ(t)~R(t); Jij =
∫

d~r3ρ(~r)
(

~r2δij − rirj
)

; x2 = ~x2 − c2t2;

(x′)µ = Λν
µxν ; vµg

µνvν = vµv
µ; E =

√

~p2c2 +m2c4; ( ~Ki − dt~pi)δ~ri = 0; Qj = − ∂V
∂qj

;
(

dt
∂T

∂dtqj
− ∂T

∂qj
−Qj

)

δqj = 0; L = T −V ; dt
∂L

∂dtqj
− ∂L

∂qj
= 0; L = T −U ; Qi = dt

∂U
∂dtqi

− ∂U
∂qi

;

pi = ∂L
∂dtqi

; fji(q1, ..., qr, t)dqi + fj(q1, ..., qr, t)dt = 0; dt
∂L

∂dtqi
− ∂L

∂qi
− λjfji = 0; Q̃i =

λjfji;
∫ t+τ

t
Tdt = −n

2

∫ t+τ

t
V dt;

∫ t+τ

t
Tdt = −1

2

∫ t+τ

t
~ri ~Fidt; S[q] =

∫ t2
t1
dtL(t); δS = 0;

y(x) = ys(x) + αη(x); S[q] =
∫ t2
t1
dt(T + ~Ki~ri); g(u) = f(x) − ux = f(x) − x df

dx
;

f(x) = g(u(x)) + u(x)x; H(qi, pi, t) = pidtqi(qj , pj) − L(qi, pi(qj , pj), t); dtqi = ∂H
∂pi

;

dtpi = −∂H
∂qi

; −∂L
∂t

= ∂H
∂t

; dtH = ∂tH; H = T+V ; A =
∫ t2
t1
dtpidtqi; S =

∫ τ2
τ1
L(xµ, uµ, τ)dτ ;

∂F1

∂qi
= pi;

∂F1

∂Qi
= −Pi; ∂tF1(qi(Qi, Pi, t), Qi, t) = h(Qi, Pi, t)−H(qi(Qi, Pi, t), pi(Qi, Pi), t);

∂F2

∂qi
= pi;

∂F2

∂Pi
= Qi;

∂F2

∂t
= h−H; ∂F3

∂pi
= −qi; ∂F3

∂Qi
= Pi;

∂F3

∂t
= h−H; ∂F4

∂pi
= −qi; ∂F4

∂Pi
= Qi;

∂F4

∂t
= h −H; {f, g}q,p = ∂f

∂qi

∂g
∂pi

− ∂g
∂qi

∂f
∂pi

; dtf = {f,H} + ∂tf ; {qj, qk} = 0; {pj , pk} = 0;

{qj , pk} = δjk; {f, f} = 0; {f(qj), g(qk)} = 0; {f(pj), g(pk)} = 0; {c, g(pj , qj)} = 0;

{f, g} = −{g, f}; {c1f1 + c2f2, f3} = c1{f1, f3} + c2{f2, f3}; {f1f2, f3} = f1{f2, f3} +

{f1, f3}f2; {f, {g, h}}+{g, {h, f}}+{h, {f, g}} = 0; F2 = qiPi+ǫG(qi, Pi) → δu = ǫ {u,G};
H

(

qi,
∂F2

∂qi
, t
)

+∂tF2 = 0; Qi =
∂F2

∂αi
= βi; pi =

∂F2

∂qi
; F2 =W ′(q1, ..., qk−1)+

∑

i≥k αiqi−Et;
F2 =

∫

dtL; Ji =
∮

τ
pidqi; ωi =

∂W
∂Ji

; J = J1(φ)J3(θ)J1(ψ); I3
dω3

dt
− ω1ω2(I1 − I2) = M3;

Bij = Vij −mijω
2; detB = 0; ~η = A~ζ; ηi =

∑

k a
i
kfk cos(ωt+ δk); S =

∫

dtL =
∫

dtd3~rL;
d
dt

∂L
∂∂tη

+ d
dri

∂L
∂∂iη

− ∂L
∂η

= 0; π = ∂L
∂∂tη

; H = πdtη − L; I = ISchwerpunkt +ml2
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Lösungen:

Aufgabe K4

a) Das Kraftfeld ist ein Zentralkraftfeld und hat keine Singularitäten. Es ist daher kon-
servativ.

b) Der erste Teil des Weges kann parametrisiert werden durch ~r1 = R0t~er mit t ∈ [0, 1] und
festem φ = 0 und θ = π/2. Der zweite Teil der Strecke ist dann gegeben durch ~r2 = R0~er
mit dem Winkel φ ∈ [0,−π/2] und festem r = R0 und θ = π/2. Die Arbeit auf dem ersten
Teil ist damit

W0 =

∫ 1

0

~F (t)
d~r1
dt
dt = R0

∫ 1

0

~F (t)~erdt = R0

∫ 1

0

F0

R0t+ λ
dt = F0 ln

(

t+
λ

R0

)
∣

∣

∣

∣

1

0

= F0 ln

(

1 +
R0

λ

)

.

Auf dem zweiten Teil der Strecke gilt (θ = π/2) dφ~r2 = (− sinφ, cosφ, 0)T . Skalar mit ~er
multipliziert ergibt dies jedoch Null. Der zweite Teil des Weges liefert also keinen Beitrag.

c) Diese Wegstrecke zusammen mit dem Weg aus (b) sind ein geschlossener Weg für
R0 = R1. Da das Kraftfeld konsveravtiv ist, muß die Gesamtarbeit auf diesem Weg
Null sein. Damit ist dann die verrichtete Arbeit − −W0 (der Weg wird entgegengesetzt
durchlaufen), wobei R0 durch R1 ersetzt wurde,

W1 = F0 ln

(

1 +
R1

λ

)

.

Alternative kann man wegen der sphärischen Symmetrie auch argumentieren, daß die Ar-
beit für Verschiebungen entlang der x- und der y-Achse gleich sein muss.

Aufgabe K5

a) Beide haben dieselbe individuelle Lagrangefunktion

Li =
mi

2
l2i (dtφ)

2 +migli cosφi,

was, zusammen mit dem Kopplungspotential, auf

L =
∑

i

(mi

2
l2i (dtφ)

2 +migli cosφi

)

− α

2
(φ1 − φ2)

2.

als Lagrangefunktion führt.

b) Diese lassen sich aus den Lagrangegleichungen zweiter Art bestimmen

milid
2
t d

2
tφi +migli sinφi + (−1)i+1α(φ1 − φ2) = 0.

Aufgabe K6

a) Die Poissonklammern {Q,Q} = {P,P} = 0, weil die Poissonklammern einer Funktion
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mit sich selbst immer verschwindet. Damit bleibt

{Q,P} = {2(p + q2)3,−2(p − q2)3}
= (12q(p + q2)2)(−6(p − q2)2)− (6(p + q2)2)(12q(p − q2)2) = −144q(p − q2)2(p+ q2)2.

Die Transformation ist nicht kanonisch.

b) Es gilt

Q =
∂F2

∂P
= − sin(q + P )

p =
∂F2

∂q
= − sin(q + P )

Daraus folgt zunächst Q = p. Auflösen der zweiten Gleichung nach P liefert

P = −
(

q + sin−1(p)
)

,

wobei implizit angenommen wurde, daß die Variablen passend periodisch sind. Ansonsten
gibt es Uneindeutigkeiten.
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