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Aufgabe K6: Matrixdiskussionen (64+16+12=34 Punkte)

Betrachten Sie die folgende Matrix in der a ein reeller und ¢ ein komplexer Parameter ist:

M:C<1+za 1+z>

t—1 1—ia

a) Was sind Spur und Determinante der Matrix?

b) Fiir welche Werte der Parameter ist die Matrix (speziell) unitér?
¢) Was sind Kern und Bild der Matrix?

Aufgabe K7: Morphismen (164-12=28 Punkte)

Betrachten Sie die folgende Abbildung von dem R? in den R?

v r+y

)= (7)

z
a) Handelt es sich um einen Homorphismus? Ist es ein Automorphismus? Finden Sie eine
Matrixdarstellung dieser Abbildung!

b) Ist die Abbildung winkel- und/oder ldngenerhaltend?

Bitte wenden.



Aufgabe K8: Eigenwerte und Eigenvektoren (10+18+4+46=38 Punkte)
Betrachten Sie die hermitische Matrix

M= <1 —2i-2 1—_11>
a) Bestimmen Sie die Eigenwerte sowie die algebraischen Vielfachheiten.
b) Bestimmen Sie die Eigenvektoren sowie die geometrischen Vielfachheiten.
c) Ist die Matrix diagonalisierbar? Warum?
d) Welche dieser Aussagen (und warum) kénnen Sie treffen ohne die Rechnungen durchzufiihren?
Formelsammlung
AoB e G, (vlw)=viw;,, —Ae€G, v+W eV, aveV, bijektiv: injektivtsurjektiv
U+ (o +U3) = (U1 + o) + U3, T+W=w+7, (ab)¥=a(bV), a(¥+ W)= al+ awW
(a+b)i =av+bi, 00=0, ¥=>bé: & Basis, ()= ey rajbe, |7 >0, |av]=a|l7|
@+b| < |a@|+ b, @) =a, @@= @5 (@ab)=al@|b), FTMIF+bZ+r=0
{@7) >0, @) =0c0=0, (vw)=gjvw, 0€G
(M%); = Myv;, (wIM); = wiM;j, (w|Mv) =w}M;v;, surjektiv V&'37

(M1)i; = M

i (M + N)ZJ = Mij + Nija (NM)ZJ = NikMkj, AB 75 BA, trM = my

trAB = trBA, trAl = (trA)*, trkA = kA; = ktrA, det A= % sz ij €ir.oin€j1...n 104,
det AT = (det A)*, detkA =k"det A, det(AB) =det(BA), 1=detAA™!

det A£0& 3JA™Y, A'=SAS™ det(A—-A1)=0, v <, Yiivi=n<n

Bild {A7}, Kern {#|A7 =0}, Kohomologie: Bild/Kern, (f;); = (df(t)/dt);
Diagonaliserbar< 327 4 =n, (M —A1)"8=0, Permutation P> =1, m;; = (Mé&);
Unitar UTU =1, Hermitsch HT = H, Speziell det A =1, Projektion P2 = P

Nilpotenz N? =0, Basistransformation (Ué");, Tensoren v} , = Uﬂill---U]jlij..jn

x; = det Aiab/ detA, ¢ =d; — Z;_:ll<bj’az>b], Myj = ViW; — VjW;, ATgA =g

M(@+b) = Ma+ Mb, M(a@) =aMa, MO0O=0, Endo: V=V, Auto: Endo+Iso

injektiv: ¥ # W = ¥ # &', Iso IM~1



Losungen:

Aufgabe K6

a) det M = (3 + a?), trM = 2¢
b) Da

2
MM = [e? <3+“ 0 >

0 3+ a?
ist die Matrix fiir |¢| = exp(i®)/v/3 + a2 mit ¢ reell beliebig (oder a = /1 — 3|2[2/|z|?)

die Matrix unitdr. Damit sie speziell unitéar ist mufl noch gelten det M = 1, was dann der
Fall ist, wenn zuséatzlich noch ¢ = ¢* gilt, also ¢ = 0.

c¢) Fir das Bild und den Kern ist der Faktor c irrelevant. Damit folgt
w(®) - z(1+ta) +y(1+1)
y (t =Dz + (1 —ia)y
Diese Gleichung hat nur eine triviale Losung fiir x = y = 0. Damit ist der Kern immer

nur der Nullvektor (aufler fiir ¢ = 0), was bereits an der Determinante ablesbar ist. Das
Bild ist demnach der gesamte Raum.

Aufgabe K7: Morphismen

a) Ein Homomorphismus muf} strukturerhaltend hinsichtlich der Vektoraddition sowie der
skalaren Multiplikation sein, also ein linearer Operator. Da

T+ X2
U1+ = | y1 + 42 — <x1+x2—|—y1—|—y2> = <x1+y1> + <x2—|—y2> = U] + Uy
21+ 22 Z] 22
21+ 29

0+0 =

QYN

. (aﬂc+ay> .

av — = av
az

ist es einer. Die Matrixdarstellung muf3 eine nicht-quadratische Matrix sein, sie ist gegeben

durch
1 01
M= <0 1 0) ’

(=1

? =02 = (MO)T(MV) = (v +v3)? + 02

i

117T27 = wW;v; — (MZE)T(Mﬁ) = Wov2 + (w1 + wg)(azl + $3)

ist die Abbildung weder langen- noch winkelerhaltend.



Aufgabe K8
a) Die Eigenwerte sind (1 £ +/17)/2 und haben damit je algebraische Vielfachheit 1.
b) Die Eigenvektoren ergeben sich zu

7 = <(1 - i)(?:l—l- ¢1_7)> L g <(1 - i)(i’>4+ \/ﬁ)>

Die geometrische Vielfachheit ist je 1.

¢) Da die Summe der geometrischen Vielfachheit die Dimensionalitdt des Raumes ist, ist
die Matrix diagonalisierbar.

d) Da es eine hermitische Matrix ist, gilt das spektrale Theorem. Damit bilden die Eigen-
vektoren zu den reellen Eigenwerten eine orthogonale Basis, und damit ist die Matrix auch
diagonalisierbar.



